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Рассматриваются задачи теории H2/H∞-управления для динамиче-
ских объектов, заданных линейными стохастическими уравнениями Ито,
коэффициенты сноса и диффузии которых линейно зависят от вектора со-
стояния, сигнала управления и внешнего возмущения. Выход регулируе-
мого объекта задан двумя выходными сигналами, регулируемым z и на-
блюдаемым (в шумах) y. Регулятор оптимизируется по квадратическому
H2-критерию при условии ограниченности ‖Hzυ‖∞ < γ индуцированной
нормы оператора Hzυ передачи внешнего возмущения υ на регулируемый
выход z. К решению задачи условной H2/H∞-оптимизации привлекается
теория дифференциальных игр.
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1. Введение

В работе представлены результаты H2/H∞-теории управления нестацио-
нарными объектами, заданными стохастическими уравнениями Ито, коэффи-
циенты сноса и диффузии которых линейно зависят от векторов состояния x,
управления u и внешнего возмущения υ. Это уравнения Ито вида

dx(t) = ϕ(t)dt+Φ(t)dW (t), ϕ = Ax+B1u+B2υ,(1.1)

Φ dW = A0xdw0 +B01udw1 +B02υdw2.

Такое специфическое строение коэффициентов сноса и диффузии дает ос-
нование называть уравнение (1.1) мультипликативным по каждой из трех
переменных. Стохастические процессы wi(t), i = 0, 1, 2 предполагаются ска-
лярными, что на самом деле не является ограничением. Не является огра-
ничением и зависимость сноса ϕ(t) и диффузии Φ(t)dW (t) от одного и того
же возмущения υ(t). Наконец, процессы wi(t) предполагаются статистически
зависимыми, не обязательно с единичной матрицей интенсивности.

Объект имеет два выходных сигнала – регулируемый z и наблюдаемый y:{
z(t) = C1x(t) +D11u(t) +D12υ(t),
y(t) = C2x(t) +D21u(t) +D22υ(t), t ∈ [0, T ].

(1.2)
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В нестационарном случае матричные коэффициенты зависят от парамет-
ра времени t. Рассматриваются случаи конечного (T <∞) и бесконечно-
го (T =∞) интервалов наблюдения [0, T ]. Начальное условие для уравне-
ния (1.1) обозначается x0.

Наличие в теории регуляторов регулируемого и наблюдаемого выходных
сигналов естественно при постановке практических задач. Уже на начальном
этапе теории оптимизации пришлось различать LQR-задачи синтеза линей-
ных квадратических регуляторов по полному выходному сигналу z и LQG-за-
дачи синтеза гауссовских регуляторов по информации, содержащейся в ча-
стично наблюдаемом выходном сигнале y. Хорошо, однако, известно, что в
этом последнем случае при наличии помех не всегда удается обеспечить тре-
буемую робастность регулятора. Свойство робастности – вообще одно из
фундаментальных требований при синтезе регулятора в современной теории
H2/H∞-управления и особенно в теории так называемых неопределенных си-
стем. Заметим, что проблема робастности при наличии помех как внешних,
так и внутренних, свойственных неопределенному объекту, является важ-
нейшей не только в теории синтеза регуляторов, но и в задачах фильтрации.
Однако в этой статье задачи фильтрации не рассматриваются. Не затрагива-
ются также задачи оптимизации управления и фильтрации для дискретных
систем. Здесь же считаем уместным обратить внимание читателя на сход-
ство многих результатов детерминированной теории управления с некоторы-
ми результатами стохастической H2/H∞-теории, особенно в части управле-
ния объектами с регулятором по вектору состояния, в разделе 2. Основная же
тема работы – это стохастическая теория робастного управления системами
вида (1.1)–(1.2).

Синтез регулятора H2/H∞-теории является задачей условной оптимиза-
ции по квадратическому критерию при условии ограниченности заданным
числом γ > 0 операторной нормы ‖Hzυ‖∞ оператора Hzυ, заданного в функ-
циональном пространстве входных возмущений υ(·) объекта и со значениями
в функциональном пространстве регулируемых выходных сигналов z(·). Ре-
гулятор должен обеспечивать устойчивость замкнутой им системы и условие
‖Hzυ‖∞ < γ ограниченности индуцированной нормы. Описание такого клас-
са регуляторов составляет в общей теории H2/H∞-управления подраздел,
обозначаемый как H∞-теория регуляторов.

В теории стационарных систем общепринято рассматривать класс регуля-
торов вида u(t) = K(t, x(·)|t0), t > 0, где функция K измерима по Борелю и
непрерывна по Липшицу от второго аргумента. Если u(t) = Kx(t) и матрица
A+B1K устойчива (так будем называть матрицу, устойчивую по Гурвицу),
то рассматривают передаточную от υ к z функцию

M(s) = (C1 +D1K)(sI − (A+B1K))−1B2,

и в этом случае полагают ‖Hzυ‖∞ = supω∈R σ(M(jω)I), где σ(M(s)) – наи-
большее сингулярное число матрицы M(s). Число ‖Hzυ‖∞, так опреде-
ленное, называют также нормой Харди передаточной функции. Наличием
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ограничения ‖Hzυ‖∞ < γ обусловлена особенность условной, субоптималь-
ной H2/H∞-теории по сравнению с теорией безусловной LQR-оптимизации
по энергетическому, в данном случае, критерию оптимальности.

Введением понятия H∞-управления теория регулирования и управления
обязана Г. Зеймсу, опубликовавшему в 1981 г. работу [1]. Основные резуль-
таты теории H2/H∞-управления, полученные сначала для линейных стацио-
нарных систем, см., например, [2, 3], были в дальнейшем обобщены на неста-
ционарные системы и сформулированы на пространственно-временном языке
(языке пространства состояний), см. [4, 5]. Наиболее плодотворное обобщение
теории H2/H∞-управления было получено в рамках теории дифференциаль-
ных игр [6], после чего стало возможным единообразное изучение нестацио-
нарных детерминированных и стохастических [7] систем, заданных на конеч-
ном интервале времени, и систем с ненулевыми начальными условиями для
вектора состояния. Оказалось возможным изучение бесконечномерных дина-
мических систем управления и даже некоторых типов нелинейных систем.
Подробная литература по названным обобщениям H2/H∞-теории приводит-
ся в монографии [8], введение к разделу 3.2.

Переход от теории стационарных систем к теории систем нестационар-
ных потребовал, естественно, обобщения многих понятий с частотного языка
на язык пространственно-временной. Так, например, обычное определение
устойчивой стационарной системы в ряде случаев оказалось удобным заме-
нить на понятие системы экспоненциально устойчивой, устойчивой в смыс-
ле “вход–выход” или в другом каком-нибудь подходящем смысле. Используя
какое-либо из этих определений, можно обобщить на нестационарный случай
понятия стабилизируемой, наблюдаемой и т.п. нестационарной системы. Так,
например, в нестационарном случае система ẋ = A(t)x+B(t)u называется
стабилизируемой, если существует ограниченная матричная функция K(t)
такая, что система ẋ = (A(t) +B(t)K(t))x экспоненциально устойчива. Еще
пример: если ẋ = A(t)x+B(t)u, y = C(t)x+D(t)υ, то пара (A(t), C(t)) на-
зывается детектируемой, если существует ограниченная матричная функ-
ция L(t) такая, что система ẋ = (A(t)− L(t)C(t))x экспоненциально устой-
чива. Заметим, что необходимостью обобщения было вызвано и появление
в H∞-теории понятия индуцированной H∞-нормы оператора вместо нормы
матричной передаточной функции Hzυ(s), Re s > 0.

Задача H2/H∞-управления в мультипликативном случае решалась в [9]
для класса нединамических каузальных регуляторов по вектору x(·) со-
стояния системы. Иными словами, регулятор отыскивался в виде u(t) =
= K(t, x(·)|t0), t > 0 и, более узко, в виде u(t) = K(t)x(t). Объект управления
в [9] был стохастический с диффузией ΦdW , мультипликативной по векторам
состояния, управления и внешнего возмущения; случай чисто детерминиро-
ванного объекта (с нулевой диффузией) не исключался. Но не был рассмот-
рен случай простой линейной диффузии вида (Φ dW )(t) = B(t)dW (t). В этой
работе объект остается общим мультипликативным, но рассматривается и
случай линейной диффузии. Относительно матричных коэффициентов фор-
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мулы z = C1x+D11u+D12υ принимались предположения D12 = 0,D′
11C1 = 0,

D′
11D11 = I; в настоящей работе ослабляем эти ограничения, а в (1.2) обозна-

чаем D11 как D1 и D22 как D2.

Прослеживается интересная связь между стохастической теорией конеч-
номерных мультипликативных систем и детерминированной теорией матрич-
ных алгебр Ли. Приложения групп Ли к обыкновенным дифференциальным
уравнениям широко известны, см., например, [10]. Но математический ап-
парат теории групп Ли может найти применение и при отыскании фунда-
ментальных матриц стохастических мультипликативных уравнений и инте-
гральных представлений для решений таких уравнений [11]. Фундаменталь-
ная матрица Φ(t, τ) в этом случае является случайной функцией, а общее
решение уравнения, возмущенного помехой h(t), задается формулой

x(t) = Φ(t, t0)x0 +

t∫

t0

Φ(t, τ) ◦ dh(τ),

в которой через ◦dh обозначен дифференциал Стратоновича–Фиска. О диф-
ференциале Стратоновича–Фиска см., например, [12].

Приведем небольшой список публикаций, тематически близких к задаче
анализа систем рассматриваемого здесь мультипликативного типа. В [13] рас-
смотрена задача численной аппроксимации решения стохастического уравне-
ния вида

dxt = (Axt + f(xt))dt+
n∑

i=1

(Bixt + gi(xt))dwi, x(0) = x0 ∈ Rd

с нелинейными функциями f, gi : R
d → Rd; матрицы A,Bi ∈ Rd×d принима-

ют значения в матричной алгебре Ли g c коммутаторными соотношениями
[A,B] = 0, [Bi, Bj ] = 0 для всех i, j. Анализ численных алгоритмов нахож-
дения решений так называемых экспоненциальных интеграторов [14] явля-
ется активной областью исследований как мультипликативных уравнений,
так и уравнений с аддитивными шумами [15, 16]. В [17] исследована сред-
неквадратическая устойчивость численных методов вычисления экспонен-
циальных интеграторов. Теоретико-групповые методы являются эффектив-
ными при численном интегрировании и стохастических уравнений с част-
ными производными [18]. Из работ отечественных авторов отметим иссле-
дование бесконечномерного стохастически мультипликативного уравнения с
операторами A,B, действующими в сепарабельном гильбертовом простран-
стве [19]. Предполагается, что оператор A порождает здесь полугруппу опе-
раторов S(t), t > 0 класса C0, что гарантирует корректность задачи Коши
для невозмущенного уравнения Ẋt = AX(t).

Дадим краткое изложение плана статьи. В разделах 2, 3 дана сводка из-
вестных результатов теории H2/H∞-управления: с регулятором по состоянию
в разделе 2, с регулятором по выходному сигналу в разделе 3. В разделе 4
излагается теория регулятора по выходу для линейных нестационарных сто-
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хастических систем с линейной гауссовской диффузией. Это LEQG-задача
риск-сенситивного управления, обобщающая обычную LQG-задачу. Раздел 5
содержит материал об управлении стохастическими нестационарными систе-
мами с регулятором по состоянию в цепи обратной связи, раздел 6 – све-
дения о теории мультипликативных систем с динамическим регулятором по
наблюдаемому выходному сигналу. В разделе 7 изложены элементы теории
робастных стохастических систем. Заключительные замечания содержатся в
разделе 8.

2. Элементы H2/H∞-теории объектов с регулятором по состоянию

Стандартная проблема детерминированной H2/H∞-теории как стационар-
ных, так и нестационарных систем управления формулируется следующим
образом: для заданного γ > 0 найти условно-оптимальное управление в клас-
се всех допустимых регуляторов. Регулятор называем допустимым, если за-
мкнутая им по обратной связи система устойчива и удовлетворяет условию
‖Hzυ‖∞ < γ. В простом случае стационарной системы без управления

ẋ = Ax+Bυ, z = Cx, x(0) = 0,

требование допустимости принимает следующий вид [20]: устойчива мат-
рица A и ограничена норма ‖M(s)‖∞ < γ передаточной функции M(s) =
= C(sI −A)−1B. Cогласно BR-лемме о вещественной ограниченности (BR =
= BoundedReal), см. [21], условию допустимости равносильно каждое из сле-
дующих двух утверждений: (i) существует матрица P̃ ≻ 0 такая, что A′P̃ +
+P̃A+P̃BB′P̃+C ′C ≺ 0, (ii) уравнение Риккати A′P+PA+PBB′P+C ′C =
= 0 имеет стабилизирующее (т.е. такое, что матрица A+BB′P устойчива)
решение P � 0.

Если условия (i), (ii) равносильны, то P ≺ P̃ и, таким образом, 0 � P ≺ P̃ .
Тем самым проверка допустимости регулятора сводится к проверке существо-
вания (и выполнения некоторых свойств) решений неравенств и/или урав-
нений Риккати. В случае нестационарных линейных систем алгебраическое
уравнение Риккати уступает место дифференциальному уравнению, т.е. к ле-
вой части уравнения для P в (ii) добавляется производная по времени Ṗ .
Рассмотрим теоретико-игровую постановку H2/H∞-задачи условно-опти-
мального, в классе допустимых регуляторов, управления. Она основана на
следующем наблюдении: для замкнутой системы при начальном условии
x(0) = 0 ограничение ‖Hzυ‖∞ < γ выполнено тогда и только тогда, когда су-
ществует число ε > 0 такое, что для всех υ(·) ∈ L2[0,∞) справедливо соотно-
шение

Jγ(u, υ) :=

∞∫

0

(γ2‖υ(t)‖2 − ‖z(t)‖2)dt > γ2ε

∞∫

0

‖υ(t)‖2dt.(2.1)

В динамической игре первый игрок, конструктор регулятора, стремится
минимизировать проигрыш Jγ(u, υ), выбирая наилучшее управление u∗(·),

51



а второй игрок стремится его максимизировать, выбирая наименее благо-
приятное внешнее возмущение υ∗(·). Оптимальное значение функционала
Jγ(u, υ) в седловой точке в случае, когда u(t) = K(t, x(·)|t0), запишется в виде
infu supυ∈L2[0,∞) Jγ(u, υ). Таковы основные понятия и обозначения H∞-теории
регулятора по вектору состояния, если рассматривать детерминированные
системы как стационарные, так и нестационарные.

Алгебраическое уравнение Риккати для P и дифференциальное уравнение
с производной Ṗ в его левой части назовем ассоциированными друг с другом.
Дифференциальное уравнение интересно теми решениями P (·), для которых
каждая матрица P (t) является неотрицательно определенной, P (t) � 0, t > 0,
и теми, для которых матричная функция t 7→ A(t)−BB′P (t) экспоненциально
устойчива. Часто полезно перейти в уравнении объекта к новым переменным
и оба ассоциированных уравнения Риккати, алгебраическое и дифференци-
альное, сопоставлять именно этому уравнению состояния в новых перемен-
ных. Проиллюстрируем это на простом примере детерминированной системы
с управлением вида

ẋ = Ax+B1u+B2υ, z = C1x+D1u, x(0) = 0.(2.2)

Пусть G := D′
1D1 ≻ 0, тогда D′

1z = D′
1C1x+D

′
1D1u, откуда u = ū−G−1D′

1C1x,
где ū := G−1D′

1z – новый вектор управления. Заменяя в системе (2.2) u(·)
на ū(·), запишем ее в виде

ẋ = Ãx+B1ū+B2υ, z = C̃1x+D1ū,(2.3)

где Ã = A−B1G
−1D′

1C1, C̃1 = (I −D1G
−1D′

1)C1. Матрица K решает исход-
ную минимаксную задачу о регуляторе тогда и только тогда, когда K̃ := K+
+G−1D′

1C1 решает теоретико-игровую задачу для (2.3) с вектором ū(·). При
этом пара (A,B1) стабилизируема тогда и только тогда, когда стабилизируе-
ма пара (Ã, B1). Основной результат применения теории дифференциальной
игры к синтезу H∞-регулятора по состоянию для линейного стационарного
объекта сформулируем ниже в виде леммы 1. Будем рассматривать диффе-
ренциальное уравнение Риккати на бесконечном интервале (t ∈ [0,∞) c усло-
вием X(T ) =M для некоторой матрицы M � 0 и некоторого T <∞:

(2.4)
Ẋ + (A−B1G

−1D′
1C1)

′X +X(A−B1G
−1D′

1C1) +

+ C ′
1(I −D1G

−1D′
1)C1 +X(B1G

−1B′
1 − γ−2B2B

′
2)X = 0.

Через XT (t) обозначим решение уравнения (2.4), отвечающее выбору M = 0.

Лемма 1. Пусть пара (Ã, C̃1) детектируема. Тогда (i) XT (t) при каж-
дом фиксированном t не убывает по T . (ii) Если существует решение X � 0
алгебраического уравнения, с которым ассоциировано уравнение (2.4), тогда
существует и минимальное такое решение, обозначаемое ниже через X+.
При этом X+ � XT (t) для всех T > 0. А если пара (Ã, C̃1) еще и наблюдае-
ма, тогда каждое решение X � 0 алгебраического уравнения является и по-
ложительно определенным, X ≻ 0. (iii) Если решение X+ � 0 существует,
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тогда, выбрав регулятор

(2.5) u∗(t) = K∗x(t), K∗ = −G−1(B′
1X +D′

1C1),

гарантированно получим равенство

(2.6) sup
υ∈L2[0,∞)

Jγ(K
∗x, υ) = x′0X

+x0.

Подробности см. в [22].

3. Регуляторы по выходному сигналу,
зависящему от внешнего возмущения

Приведем теперь результаты работ [21, 23], касающиеся синтеза H2/H∞-
регулятора по выходному сигналу y(·) для объекта

(3.1) ẋ = Ax+B1u+B2υ, z = C1x+D1u, y = C2x+D2υ.

Здесь υ – сигнал внешнего возмущения и D2 6= 0. Рассмотрим динамический
регулятор с вектором состояния xc вида

(3.2) ẋc = Acxc +Bcy, u = Ccxc +Dcy.

Такой регулятор порождает расширенную систему с вектором состояния x̄ :=
:= (x′, x′c)

′. Если объект и динамический регулятор являются стационарными
системами, то стационарной является и расширенная система, для которой
передаточная функция H̃zυ(s) от υ к z равна

H̃zυ(s) = (C1 +D1DcC2 D1Cc)×

×
(
sI −

(
A+B1DcC2 B1Cc

BcC2 Ac

))−1(
B2 +B1DcD2

BcD2

)
+D1DcD2.

(3.3)

Она обобщает формулу для передаточной функции

HK
zυ(s) = (C1 +D1K)(sI −A−B1K)−1B2(3.4)

замкнутой системы, получаемой при замыкании объекта (3.1) нединамиче-
ским регулятором вида u(t) = K(t)x(t). Ниже понадобится и понятие инъ-
ективного отображения L выходного сигнала y(·), в некотором роде двой-
ственное к понятию отображения K, задающего регулятор u = Kx. Сначала
ограничимся условием Dc = 0. Рассмотрим систему без управления

ẋ = Ax+B2υ + Ly, z = C1x, y = C2x+D2υ.(3.5)

Отображение L порождает передаточную функцию

HL
zυ(s) = C1(sI −A− LC2)

−1(B2 + LD2)

системы (3.5). Как отмечалось во Введении, отображение L тесно связано с
определением детектируемой системы в нестационарном случае. Введенных
понятий достаточно для того, чтобы сформулировать условия разрешимости
задачи об H∞-регуляторе по выходному сигналу.
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Лемма 2. Пусть для объекта (3.1) при Dc = 0 существует регулятор

(3.2) такой, что устойчива матрица состояния

[
A B1Cc

BcC2 Ac

]
расширенной

системы и ограничена норма Харди передаточной функции H̃zυ(s) в (3.3),
так что ‖H̃zυ(s)‖∞ < 1. Тогда 1) существуют матрица K регулятора u =
= Kx по вектору состояния и матрица X ≻ 0 такие, что удовлетворяется
уравнение Риккати (2.4); при этом устойчива матрица A+B1K и ограни-
чена норма Харди передаточной функции HK

zυ(s) в (3.4), т.е. ‖HK
zυ(s)‖∞ < 1;

2) существуют матрица L инъективного отображения выходного сигнала
и матрица Y ≻ 0 такие, что

(A+ LC2)
′Y + Y (A+ LC2) + Y C ′

1C1Y + (B2 + LD2)(B2 + LD2)
′ ≺ 0;

при этом устойчива матрица A+ LC2 и ограничена норма Харди переда-
точной функции HL

zυ(s), так что ‖HL
zυ(s)‖∞ < 1. Матрица Y удовлетворя-

ет уравнению Риккати

(A−B2D
′
2Γ

−1C2)Y + Y (A−B2D
′
2Γ

−1C2)
′ +B2(I −D′

2Γ
−1D2)B

′
2−

−Y (C ′
2Γ

−1C2 − γ−2C ′
1C1)Y = 0, Γ := D2D

′
2 ≻ 0.

(3.6)

Заметим, что это уравнение получается по принципу двойственности
из (2.4) заменой коэффициентов A′, B′

1, C
′
1,D1 на A,C2, B2,D

′
2 соответствен-

но и, следовательно, заменой G = D′
1D1 на Γ = D2D

′
2. При сформулирован-

ных в лемме 2 предложениях 1), 2) и дополнительных условиях о детек-
тируемости пар (A−B1G

−1D′
1C1, (I −D1G

−1D′
1)C1) и (A,C2) и о стабили-

зируемости пар (A,B1) и (A−B2D
′
2Γ

−1C2, B2(I −D′
2Γ

−1D2)) можно утвер-
ждать (см. [23, 24]), что если уравнения Риккати для X в (2.4) и для Y
в (3.6) допускают минимальные решения X+ � 0 и Y + � 0 соответствен-
но и при этом ρ(Y +X+) < γ2, тогда динамическая игра с системой урав-
нений (3.1) и функционалом Jγ(·, ·), определенным в (2.1), имеет конечное
значение infu supυ∈L2

Jγ(Kx, υ). Далее, оптимальный минимизирующий ре-
гулятор определяется уравнениями [22]

˙̂x = Ax̂+B1u+B2υ̂ + (I − γ−2Y +X+)−1(Y +C ′
2 +B2D

′
2)Γ

−1(y − ŷ),
u∗ = −G−1(B′

1X
+ +D′

1C1)x̂,

где υ̂ = γ−2B′
2X

+x̂, ŷ = C2x̂+D2υ̂.

Зам е ч а ни е. Приведенные в лемме 2 результаты справедливы при Dc =
= 0. Если Dc 6= 0, то блок (11) в матрице состояния Acl заменяется на A +
+B1DcC2, см. (3.3), и для Hzυ имеем Hzυ = Ccl(sI−Acl)

−1Bcl+Dcl, где Bcl =

=

[
B2 +B1DcD2

BcD2

]
, Ccl = [C1 +D1DcC2 D1Cc] и Dcl = D1DcD2. Любопытно,

что при Dc 6= 0 оптимальный минимизирующий регулятор совпадает с тем,
который получен выше для случая Dc = 0, cм. [21, 23].

54



4. H∞-регуляторы по выходу для нестационарных систем
с гауссовской диффузией

Системы с гауссовской (линейной) диффузией являются простейшими в
классе линейных стохастических систем. Пусть

dx(t) = (A(t)x(t) +B1(t)u(t))dt +B2(t)dW (t), x(0) = x0,

dy(t) = C2(t)x(t)dt+D2(t)dW (t), y(0) = y0, 0 6 t 6 T

((x(0), y(0)), W (t) обычно предполагаются независимыми). Если (x(0), y(0)) –
гауссовский вектор, то (x(t), y(t)) – гауссовский процесс. Теорию регулятора
по выходу y(·) будем строить, отправляясь от ее интерпретации как мини-
максной теории LQG-управления по выходному сигналу [25]. В этой теории
в качестве критерия принимается экспонента от квадратичного функциона-
ла [26, 27]:

JT (u) = 2τ log E exp
1

2τ


x′(T )Mx(T ) +

T∫

0

F (x(t), u(t))dt


 ,

где F (x, u) – квадратическая форма на пространстве пар векторов (x, u). За-
дача, как обычно, состоит в том, чтобы найти infu(·) JT (u(·)). Это задача
риск-сенситивного управления, обозначаемая как LEQG-задача; в пределе
при τ →∞ получают обычную LQG-задачу риск-нейтрального управления.
При произвольном τ регулятор получается в виде u(t) = Kx̂(t), где x̂ – фа-
зовый вектор фильтра, оценивающего x(t) по выходу y(·).

Обратим внимание на аналогию между результатами, изложенными в
предыдущем разделе, и теми, которые излагаются ниже в этом разделе. Сле-
дует, однако, иметь в виду, что в разделе 3 были представлены преимуще-
ственно те результаты, которые касаются теории стационарных систем, за-
данных на бесконечном горизонте 0 6 t <∞, а здесь – те, что относятся к
нестационарным системам, определенным при 0 6 t < T , T <∞. По этой при-
чине алгебраические уравнения Риккати раздела 3 следует при сопоставле-
нии результатов заменять на дифференциальные уравнения Риккати в этом
разделе. Разумеется, завершенная теория систем обоих типов, детерминиро-
ванных и стохастических гауссовских, охватывает как стационарные, так и
нестационарные объекты.

Решение задачи управления в этом разделе дается при следующих пред-
положениях. Во-первых, матрица квадратичной формы F (x, u), зададим ее

в виде

(
R(t) Υ(t)
Υ(t)′ G(t)

)
, удовлетворяет условию R−ΥG−1Υ′ ≻ 0. Если опре-

делить регулируемый выход z = C1x+D1u и положить F (x, u) = z′z для
прояснения аналогии с результатами предыдущего раздела, то получим
R−ΥG−1Υ′ = C ′

1C1 − C ′
1D1G

−1D′
1C1 ≻ 0. Полагаем также M � 0 и τ = γ2.

Во-вторых, принимаем, что выполнены условия (i)–(iii), приводимые ниже в
лемме 3.
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Лемма 3. Предположим, что (i) дифференциальное уравнение Риккати,
ассоциированное с алгебраическим уравнением (3.6), удовлетворяющее на-
чальному условию Y (0) = Y0, имеет решение Y = Y ′ такое, что Y (t) � c0I
для некоторого c0 > 0 и всех t ∈ [0, T ]; (ii) дифференциальное уравнение
Риккати, ассоциированное с алгебраическим уравнением (2.4), удовлетво-
ряющее начальному условию X(T ) =M , имеет решение X такое, что
X(t) = X ′(t) � 0 для всех t ∈ [0, T ]; (iii) для каждого t ∈ [0, T ] выполняет-
ся неравенство ρ(Y (t)X(t)) < τ , означающее, что матрица I − 1

τ Y (t)X(t)
имеет только положительные собственные значения. Тогда оптимальное
управление задается регулятором по состоянию в виде

u∗(t) = −G−1(B′
1(t)X(t) + Υ′(t))x̂(t),

где оценка x̂ вектора состояния x по наблюдаемому выходному сигналу y(·)
определяется фильтром

dx̂(t) =

(
A−B1G

−1Υ′ −
(
B1G

−1B′
1 −

1

τ
B2B

′
2

)
X

)
x̂(t)dt+

+

(
I − 1

τ
Y X

)−1

(Y C ′
2 +B2D

′
2)Γ

−1

(
dy(t)−

(
C2 +

1

τ
D2B

′
2X

)
x̂(t) dt

)
.

Доказательство леммы 3 см. в [22, 28].

Новым аспектом теории является необходимость ответить на следующий
вопрос: “Каков в данной теории класс допустимых регуляторов?”. Требуется,
чтобы в обозначениях e(t) := x(t)− x̂(t), ǫ(t) := e(t) + 1

τ Y Xx̂(t) процесс

α(t) := B′
2Y ǫ(t)−D′

2Γ
−1(C2Y +D2B

′
2)Y

−1e(t)

порождал экспоненту

ζ(t) = exp





t∫

0

α′(s)dW (s)− 1

2

t∫

0

‖α(s)‖2ds



 ,

являющуюся, как известно, см. [29], мартингалом на [0, T ]. Для линейного
регулятора, по крайней мере, это условие выполняется [28]. И тогда нетруд-
но проверить, что регулятор, в классе допустимых, который обоспечивает
инфимум критерия оптимальности, является линейным.

Некоторых комментариев требует также обобщение приведенных в этом
разделе результатов на случай систем с бесконечным горизонтом, T =∞.
Коэффициенты в уравнениях объекта при T =∞ следует считать не за-
висящими от t и принять условие y(0) = 0, а функционал стоимости опре-
делить как J(u) := limT→∞

1
T JT (u). Далее, дифференциальные уравнения

Риккати следует заменить на алгебраические, а предположения (i)–(iii) в
лемме 3 конкретизировать, заменив условие существования симметрическо-
го решения Y на пару следующих условий: (а) R−ΥG−1Υ′ � 0 и (b) пара
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матриц (A − B1G
−1Υ′, R − ΥG−1Υ′) детектируема, а пара (A−B2D

′
2Γ

−1C2,
B2(I −D′

2Γ
−1D2)) стабилизируема. Кроме того, обозначения X и Y в лем-

ме 3 надо будет заменить на общепринятые X∞, Y∞ и предположить, что
(i)′ уравнение для Y допускает минимальное решение Y∞ ≻ 0, а (ii)′ уравне-
ние для X допускает минимальное решение X∞ � 0. Доказывается, что X∞

и Y∞ можно получить как предельные при T →∞ значения соответственно
для X = XT и Y = YT . Это составляет утверждение следующей леммы.

Лемма 4. При условиях, сформулированных выше, справедливы следую-
щие утверждения: (i) Ассоциированное с (2.4) дифференциальное уравнение
при M = 0 имеет решение XT (t) � 0 такое, что XT (t)→ X∞ при T →∞.
(ii) Если Y∞ � Y0 ≻ 0, то ассоциированное с (3.6) дифференциальное уравне-
ние при M = 0 имеет решение Y (t;Y0) такое, что Y (t;Y0)→ Y∞ при t→∞.
(iii) Для каждого T > 0 и t ∈ [0, T ] матрицы Y (t;Y0) и XT (t;M) удовлетво-
ряют неравенству ρ(Y (t)X(t)) < τ .

См. [22, 28].

Лемма 4 доказывается следующим образом. Сначала проверяется, что при
M = 0 решение XT (t) � 0 уравнения (2.4) сходится к X∞ при T →∞. Для
доказательства утверждения (ii) в лемме 4 рассматривается система

η̇ = A′η + C ′
2ν +R1/2ω, η(0) = η0; ζ = B′

2η +D′
2ν,

где η ∈ Rn – вектор состояния, ν ∈ Rl – управление, ω ∈ Rq – возмущение,
ζ ∈ Rp – регулируемый выход, и определяются функционалы

(4.1)

J̄T,Y0
τ (ν, ω) := η(T )′Y0η(T ) +

T∫

0

(‖ζ(t‖2 − τ‖ω(t)‖2)dt,

J̄τ (ν, ω) :=

∞∫

0

(‖ζ(t)‖2 − τ‖ω(t)‖2) dt, ω ∈ L2[0, T ].

Применяя затем теорию дифференциальных игр, заключают, что
infν supω J̄τ (ν, ω) <∞ на бесконечном горизонте и что существует пре-
дел Y∞ для уравнения (3.6) с решениями YT для каждого T <∞. Таким
образом, уравнение (3.6) имеет минимальное решение Y∞ ≻ 0, а тогда из
леммы 1 в разделе 2 следует, что

(4.2) inf
ν
sup
ω
J̄τ (ν, ω) = η′0Y∞η0.

Наконец, так как переменные X+ и Y∞ двойственны, то и формула ν∗ =
= −Γ−1(D2B

′
2 + C2Y∞)η двойственна формуле (2.5), записанной в виде u∗ =

= K∗x(t), где K∗ = −G−1(D′
1C1 +B′

1X
+). И аналогично двойственны фор-

мулы (2.6) и (4.2). А вот неравенство Y∞ � Y0 не имеет аналога в лемме 1. Но

по формуле (4.1) из Y0 � Y∞ очевидным образом следует J̄T,Y0
τ � J̄T,Y∞

τ при
ν = ν∗, откуда и в этом случае получаем (4.2). См. [22, 28].
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5. H∞-регуляторы по состоянию для неопределенных
стохастических систем

В этом разделе рассматриваются общая мультипликативная стохастиче-
ская система и регулятор по вектору состояния в цепи обратной связи. Управ-
ляемый объект задан уравнениями (1.1), (1.2), регулятор – уравнением u(t) =
= Kx(t), уравнение состояния замкнутой системы – уравнением

dx = ((A+B1K)x+B2υ)dt+A0xdw0 +B01Kxdw1 +B02υdw2.(5.1)

Система (5.1) является неопределенной в силу зависимости ее динамики от
искомого, пока неизвестного параметра K. Коэффициент при x в диффузион-
ной компоненте этого уравнения, равный A0dw0 +B01Kdw1, можно записать
в виде

([A0 0] + [0 B01]K)dW1, dW1 :=

(
dw0

dw1

)
,

тем самым вместо трех винеровских процессов w0, w1, w2 в (5.1) можно огра-
ничиться двумя процессами W1, w2. Это означает, что можно, сохраняя преж-
ние обозначения для матричных коэффициентов, просто положить в (5.1)
w0 = w1:

dx = ((A+B1K)x+B2υ)dt+ (A0 +B01K)xdw1 +B02υdw2.(5.2)

Далее, вместо пары уравнений (1.2) можно, также без ограничения общности,
принять

z(t) = C1x(t) +D1u(t), y(t) = C2x(t) +D2υ(t).

Замкнутую систему при t > s, где s – начальный момент времени,

(5.3) dx = (A+B1K)xdt+ (A0 +B01K)xdw1, x(s) = h,

получаемую из (5.2) при υ(t)≡ 0, назовем номинальной. Эта система неста-
ционарна даже при постоянных матричных коэффициентах в (5.2) и ее устой-
чивость следует понимать в смысле, например, экспоненциальной устойчиво-
сти в среднем квадратическом, если решение x(t) желательно считать элемен-
том пространства L2(s,∞) функций, для которых

∫∞

s ‖x(t)‖2dt <∞. В неста-
ционарном случае следует подыскать подходящий аналог ограниченности
‖Hzυ‖∞ < γ индуцированной нормы оператора Hzυ. Подходящим стохасти-
ческим аналогом ограниченности нормы является следующее условие: суще-
ствует постоянная ǫ > 0 такая, что при x(s) = 0

(5.4) E

∞∫

s

(
‖(C1 +D1K)x(t)‖2 − γ2‖υ(t)‖2

)
dt 6 −ǫγ2E

∞∫

s

‖υ(t)‖2dt

для каждого υ ∈ L2(s,∞). Заметим, что экспоненциальная устойчивость но-
минальной системы является достаточным условием того, чтобы уравне-
ние (5.2) имело решения, принадлежащие L2(s,∞) для любого υ ∈ L2(s,∞).
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Теперь сформулируем задачу о стохастическом H∞-регуляторе, решае-
мую в этом разделе: для системы (5.2) найти матрицу K такую, что-
бы номинальная система (5.3) была экспоненциально устойчивой в среднем
квадратичном, а замкнутая система (5.2) удовлетворяла требованию (5.4)
H∞-ограниченности нормы оператора передачи Hzυ. Как и в разделе 2, наи-
более плодотворным для стохастического случая явилось обращение к теории
линейно-квадратичных дифференциальных игр, ассоциированных с муль-
типликативным уравнением Ито и функционалом J(u, υ) =

∫∞

s E(z′(t)z(t)−
−γ2‖υ(t)‖2)dt. Связующим звеном между H∞-теорией регулятора и теори-
ей игр явилась здесь стохастическая BR-лемма, которую приведем ниже,
следуя ее изложению в монографии [8].

Предположим, что система dx(t) = Ax(t)dt+A0x(t)dw1(t), x(s) = h, отве-
чающая выбору u(·) ≡ 0, υ(·) ≡ 0 в уравнении (5.2), экспоненциально устой-
чива (и, как следствие, устойчива матрица A) и существует постоянная ǫ2,
такая что J2(0, υ) 6 −ǫ2

∫∞

0 ‖υ(t)‖2dt для всех υ ∈ L2(0,∞). Тогда справедли-
ва следующая стохастическая BR-лемма.

Лемма 5. 1-я часть (существование): (a) для каждого s > 0 и для h ∈
∈ L2(Ω,Fs, P ) существует единственное возмущение υs2(·) ∈ L2(s,∞) та-
кое, что J(0, υs2(·)) = supυ∈L2(s,∞) J(0, υ). (b) Существует матрица X2 � 0
такая, что supυ∈L2(s,∞) J(0, υ) = E〈h,X2h〉. (c) Для любого T > 0 существу-
ет единственное, при условии X2T (T ) = 0, решение X2T (·) � 0 обобщенного
уравнения Риккати

Ẋ2T +A′X2T +X2TA+A′
0X2T +R+X2TB2(I −B′

02X2TB02)
−1B′

2X2T = 0.

2-я часть (минимаксное решение): (d) Наихудшее возмущение υs2T (·),
максимизирующее функционал

JT (u, υ) =

T∫

s

E(z′(t)z(t) − γ2‖υ(t)‖2)dt, s 6 T <∞,

имеет вид

υs2T = (I −B′
02X2T (t)B02)

−1B′
2X2T (t)x

s
2T (t),

где xs2T (·) есть оптимальная траектория, являющаяся решением замкну-
той системы

dx(t) = (A+B2(I −B′
02X2T (t)B02)

−1B′
2X2T (t))x(t)dt +A0x(t)dw1(t) +

+B02(I −B′
02X2T (t)B02)

−1B′
2X2T (t)x(t)dw2(t), x(s) = h.

(e) Матрица X2 в пункте (b) является также минимальным решением
обобщенного уравнения Риккати

A′X2 +X2A+A′
0X2A0 +R+X2B2(I −B′

02X2B02)
−1B′

2X2 = 0,

таким что I −B′
02X2(t)B02 ≻ 0.
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Сформулируем теперь основную теорему раздела 5 для случая мульти-
пликативной системы на бесконечном интервале времени.

Те ор ем а 1. Пусть выполнены предположения, при которых справедли-
ва стохастическая BR-лемма. Предположим также, что ‖C1x+D1u‖2 >
> ǫ1‖u‖2 для некоторой ǫ1 > 0 и для всех x ∈ Rn, u ∈ Rm. Тогда справедливы
следующие утверждения:

(a) Для h ∈ L2(Ω,Fs, P ) и всех s > 0 существует единственная мини-
максная пара для функционала J(u, υ).

(b) Существует единственное решение X � 0 алгебраического уравнения
Риккати

(5.5)
A′X +XA+A′

0XA0 +R+XB2(I −B′
02XB02)

−1B′
2X −

− (XB1 +A′
0XB01 +Q)(G+B′

01XB01)
−1(XB1 +A′

0XB01 +Q)′ = 0,

такое что I −B′
02XB02 ≻ 0 и V = E〈h,Xh〉.

(c) Минимаксная пара представляется в виде u = F1x, υ = F2x, где

F1 =− (G+B′
01XB01)

−1(XB1 +A′
0XB01 +Q)′,

F2 =(I −B′
02XB02)

−1B′
2X).

(5.6)

(d) Замкнутая стохастическая система

(5.7) dx = (A+B1F1 +B2F2)xdt+ (A0 +B01F1)xdw1(t) +B02F2xdw2(t)

с x(s) = h экспоненциально устойчива в среднем квадратическом.

С полученными в теореме 1 выводами интересно сопоставить результаты
решения такой же задачи на конечном горизонте [30]. Пусть

JT (u, υ) =

T∫

s

E(z′(t)z(t) − γ2‖υ(t)‖2)dt, s 6 T <∞.

Рассмотрим стандартную задачу стохастического управления inf
u∈L2[s,T ]

JT (u, 0).

С этой задачей ассоциируется решение X1T � 0 обобщенного уравнения Рик-
кати

Ẋ1T +A′X1T +X1TA+A′
0X1TA0 +R− (X1TB1 +A′

0X1TB01 +Q)×
× (G+B′

01X1TB01)
−1(X1TB1 +A′

0X1TB01 +Q)′ = 0, X1T (T ) = 0.
(5.8)

Это уравнение имеет единственное решение X1T � 0, определяющее опти-
мальное управление

u1T = −(G+B′
01X1TB01)

−1(B′
1X1T +B′

01X1TA0 +Q′)x.

РешенияX1T иX2T обоих дифференциальных уравнений Риккати позволяют
решить минимаксную задачу управления по общему критерию JT (u, υ) на
конечном горизонте. В [8] доказана следующая
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Те ор ем а 2. Пусть F (x, u) > ǫ1‖u‖2 и J(0, υ) 6 −ǫ2
∫∞

0 ‖υ(t)‖2dt для всех
υ ∈ L2(0,∞). Тогда теоретико-игровая минимаксная задача с критерием
JT (u, υ) имеет седловую точку (uT (·), υT (·)). Дифференциальное уравнение
Риккати

ẊT +A′XT +XTA+A′
0XTA0 +R− (XTB1 +A′

0XTB01 +Q)×
×(G+B′

01XTB01)
−1(XTB1 +A′

0XTB01 +Q)′+

+XTB2(I −B′
02XTB02)

−1B′
2XT = 0, XT (T ) = 0

(5.9)

имеет единственное решение XT � 0. Седловая точка игры представляется
в виде uT = F1Tx, υT = F2Tx, где

F1T = −(G+B′
01XTB01)

−1(B′
1XT +B′

01XTA0 +Q′),

F2T = (I −B′
02XTB02)

−1B′
2XT .

Доказательство этой теоремы достаточно сложное, оно использует резуль-
таты ряда работ. См. [31–33].

Интересно сравнить уравнения Риккати (5.6) и (5.5): последнего слагае-
мого в правой части уравнения (5.6) не было в (5.5). Конечно, это объясня-
ется тем, что уравнение (5.5) ассоциировалось с критерием JT (u, 0), а (5.6) –
с критерием JT (u, υ). Появление слагаемого XTB2(I −B′

02XTB02)
−1B′

2XT )
−1

вполне естественно в задаче максимизации функционала JT (u, υ) по второму
аргументу.

Интересно также представление критерия JT (u, υ) через функции uT , υT ,
определяющие седловую точку (uT (·), υT (·)). Предположим, что решение XT

уравнения (5.6) существует на интервале [T − α, T ] и s – точка из этого ин-
тервала. Тогда, применяя формулу Ито к квадратической форме x(t)′XTx(t),
где x(t) удовлетворяет уравнению (1.1) при ограничении w0 = w1, получаем

JT (u, υ) = E

T∫

s

‖(I −B′
02XTB02)

1
2 (υ(t) − F2Tx(t))‖2dt+

+ E

T∫

s

‖(G +B′
01XTB01)

1
2 (u(t) − F1Tx(t))‖2dt.

Отсюда следует, что седловая точка удовлетворяет условию

JT (uT , υ) 6 JT (uT , υT ) = Eh′XT (s)h 6 JT (u, υT ).

При достаточно малом значении параметра α это условие используется для
доказательства существования решения дифференциального уравнения Рик-
кати (5.6) на конечном интервале t ∈ [s, T ].
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6. H∞-регуляторы по выходу для стохастических систем
с мультипликативными возмущениями

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение Ито вида

Σ :





dx(t) = (Ax(t) +B1υ(t) +B2u(t))dt +A0x(t)dw0(t)+

+B01υ(t)dw1(t) +B02u(t)dw2(t), x0 ∈ Rn,

z(t) = C1x(t) +D11υ(t) +D12u(t),

y(t) = C2x(t) +D21υ(t), t ∈ [0, T ].

(6.1)

Регулятором в цепи обратной связи является детерминированная динамиче-
ская система с вектором состояния x̂, заданная уравнениями

dx̂(t) = Akx̂(t)dt+Bk y(t)dt, u(t) = Ckx̂(t) +Dk y(t)(6.2)

c матричными коэффициентами, пока не определенными.

Вектор состояния системы, замкнутой регулятором, обозначим через x̄, по-
лагая x̄′ := (x′, x̂′). Стохастическое уравнение для x̄ получается как результат
некоторых громоздких, но элементарных вычислений, и нетрудно убедиться,
что функции t 7→ x̄(t), t 7→ z(t) должны удовлетворять уравнениям

Σ2 :





dx̄(t) = Aclx̄(t) dt+Bclυ(t) dt+A0
clx̄(t)dw0(t)+

+B0
clυ(t)dw1(t) +A1

clx̄(t) dw2(t) +B1
clυ(t) dw2(t),

z(t) = Cclx̄(t) +Dclυ(t), t ∈ [0, T ].

(6.3)

Непосредственно устанавливаются формулы, выражающие коэффициенты
уравнений замкнутой системы Σ2. См., например, [34].

Основной результат теории динамического регулятора по выходному сиг-
налу сформулируем в следующей теореме.

Те ор ем а 3. Для системы (6.1) и γ > 0 cледующие утверждения равно-
сильны: (i) Cуществует регулятор (6.2) такой, что замкнутая им систе-
ма (6.3) внутренне устойчива и выполнено ограничение ‖Hzυ‖∞ < γ. (ii) Cу-
ществует матричная функция P : t 7→ P (t) ≺ 0, такая чтоM(γ, P ) ≻ 0 для
всех t ∈ [0, T ].

См. теорему 3.3 в [7]. ЗдесьM(γ, P ) – блочная 2×2-матрица квадратичной
формы в пространстве пар векторов

(x̄
υ

)
.

Для последующего удобно записать условие M(γ, P ) ≻ 0 в эквивалент-
ной форме, заменив блочно-диагональную матрицу diag{M(γ, P ), I} блочной
3× 3 матрицей TN (γ, P )T ′ ≻ 0, где

N (γ, P ) =



PAcl +A′

clP + S11 PBcl + S12 C ′
cl

B′
clP + S21 γ2I + S22 D′

cl

Ccl Dcl I


 , T =



I O −C ′

cl

O I −D′
cl

O O I


 .
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Матрицы Sij определены в [34]. Для блоков-подматриц Nij неотрицательно
определенной матрицы N (γ, P ) там получены формулы

N11 = P (A0 +BIMkC
I) + (A0 +BIMkC

I)′P + S11,

N12 = P (B0 +BIMkD
0
21 + S12), N13 = (C0 +D0

12MkC
I)′,

N22 = γ2I + S22, N23 = (D11 +D0
12MkD

0
21)

′, N33 = I,

где Mk =

(
Ak Bk

Ck Dk

)
– матрица параметров динамического регулятора. Мат-

рицы Acl, Bcl, Ccl, Dcl получают представление через матрицу Mk; cоответ-
ствующие формулы имеют вид аффинных относительно Mk соотношений

Acl = A0 +BIMkC
I , Bcl = B0 +BIMkD

0
21,

Ccl = C0 +D0
12MkC

I , Dcl = D11 +D0
12MkD

0
21

с некоторыми матричными коэффициентами [30]. Представим матрицу
N (γ, P ) в виде суммы матрицы H, от Mk не зависящей, и двух матриц, ли-
нейно зависящих от Mk. Получим сумму H+Q′M ′

kR+R′MkQ с некоторыми
матрицами Q и R и неотрицательно определенной матрицей H. Согласно по-
лученному в [7] стохастическому обобщению леммы о проекции из теории
линейных матричных неравенств (см. [35]), линейное матричное неравенство

H +Q′M ′
kR+R′MkQ ≻ O

имеет решение Mk тогда и только тогда, когда матрица H является поло-
жительно определенной на нулевых подпространствах kerQ и kerR мат-
риц Q,R.

Лемма о проекции дает необходимое и достаточное условие выполнимо-
сти условия ‖Hzυ‖∞ < γ. Условие формулируется не на языке теории мат-
ричных дифференциальных уравнений, а на языке нелинейных матричных
неравенств. Лемма не только решает вопрос об условиях допустимости ре-
гулятора Mk, но и позволяет вычислить значения Ak, Bk, Ck,Dk параметров
регулятора, если они неизвестны [7].

7. Стохастический робастный анализ системы
с параметрическим возмущением

Пусть

(7.1) dx(t) = Ax(t)dt+A0x(t)dw1(t), 0 < t < T

– номинальная стохастическая система и

(7.2) dx(t) = (A+B∆C)x(t)dt+A0x(t)dw1(t) +B0∆Cx(t)dw2(t)

– ее стохастическое возмущение с одновременным параметрическим возму-
щением матричного параметра A. В системе (7.2) возмущающим параметром
является произвольная матрица ∆ из множества D = Rl×q матриц разме-
ра l× q. Номинальная система (7.1), являясь нестационарной, предполагает-
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ся устойчивой в следующем смысле: существует постоянная c > 0 такая, что
E
∫∞

0 ‖x(t)‖2dt 6 c‖x0‖2, где x(·) = x(·, x0) – траектория уравнения (7.1), на-
чинающаяся в x0 ∈ Rn. Винеровские процессы w1, w2 независимы, возмуща-
ющая сила является процессом, мультипликативным по состоянию, величина
неопределенности системы (7.2) измеряется нормой ‖∆‖ матрицы ∆.

Пусть ρ > 0 – малое число. При малых ‖∆‖ < ρ система (7.2) близка к
невозмущенной (7.1) и, скорее всего, тоже устойчива. Интересно знать, ка-
ково значение ρmax параметра ρ, при котором для каждого ∆ из множества
D = {∆ : ‖∆‖ < ρmax} гарантируется устойчивость системы (7.2)? Число ρmax

естественно называть радиусом робастной устойчивости системы (7.1) отно-
сительно неопределенностей ∆ ∈ D. В соответствии с этим вводится следую-
щее определение: число rD = inf{‖∆‖: система (7.2) с неопределенностью ∆
неустойчива} называется радиусом робастной устойчивости системы (7.1).

Ниже, чтобы связать задачу о робастной устойчивости с задачей анализа
H∞-теории (в основе анализа лежит стохастическая BR-лемма о веществен-
ной ограниченности), обратимся к стандартному объекту билинейной стоха-
стической H∞-теории:

(7.3)

{
dx(t) = Ax(t)dt+Bυ(t)dt+A0x(t)dw1(t) +B0υ(t)dw2(t),

z(t) = Cx(t).

Интерпретируя υ как управление, рассмотрим в цепи обратной связи блок
с входным сигналом z и выходным сигналом υ = ∆z. Замкнутая система
примет вид возмущенной системы (7.2). С этой системой в H∞-теории ас-
социируется оператор возмущения L : υ 7→ z, задающий действие внешнего
возмущения (здесь – управления) υ на выходной сигнал z. Оператор L дей-
ствует из пространства функций υ(·) в пространство функций z(·) = Cx(·),
где x(·) = x(·, υ, x0)|x0=0. Таким образом, L : υ(·) 7→ Cx(·, υ, 0).

Приведенное определение радиуса робастной устойчивости обобщается на
нестационарные и нелинейные неопределенности. Пусть ∆(t, ·) при каждом
t ∈ R+ является отображением Rq → Rl, которое линейно ограничено, т.е.
‖∆(t, y)‖ 6 K‖y‖ при некотором K > 0 для всех t ∈ R+ и y ∈ Rq, и ограни-
чено по Липшицу, т.е. для любого T > 0 найдется постоянная L(T ) такая,
что ‖∆(t, y1)−∆(t, y2)‖ 6 L(T )‖y1 − y2‖ для всех y1, y2 ∈ Rq и всех t ∈ [0, T ].
Неопределенность ∆ такого вида является нелинейной и нестационарной. Ве-
личина ее находится как наименьшее K в определении линейной ограничен-
ности, а уравнение, ассоциированное с такой неопределенностью, записыва-
ется в виде

(7.4) dx(t) = (Ax(t) +B∆(t, Cx(t)))dt+A0x(t)dw1(t) +B0∆(t, Cx(t))dw2(t).

Пусть Dtn – множество всех таких неопределенностей. Решение уравне-
ния (7.4), по предположению единственное в классе случайных функций
L2([0, T ];L2(Ω, Rn)), обозначим через x∆(·, x0) и систему (7.4) назовем устой-
чивой, если ее решения удовлетворяют условию

∫∞

0 E‖x∆(t, x0)‖2dt 6 c‖x0‖2
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для некоторой постоянной c. В H∞-теории требуется обеспечить ‖Lzυ‖ < γ,
а в теории робастных систем – обеспечить ‖∆υz‖ < ρ. Значение параметра γ
выбираем как можно меньшим, значение ρ – как можно большим.

В силу условий линейной и липшицевой ограниченности функции ∆ урав-
нение (7.4) имеет единственное решение x∆(·, x0), являющееся стохастиче-
ским процессом с ограниченными вторыми моментами [36]. В интегральной
форме уравнение (7.4) записывается в виде

x∆(t) = x0 +

t∫

0

(Ax∆(s) +Bυ∆(s))ds +

t∫

0

[A0x∆(s) B0υ∆(s)]dw(s), t ∈ [0, T ]

для каждого T > 0, где υ∆(·) = ∆(·, Cx∆(·)), w(s) = [w1(s), w2(s)]
′. Пусть

‖∆‖ < ‖Lzυ‖−1, тогда существует число γ > ‖Lzυ‖ такое, что γ‖∆‖ < 1.
В H∞-теории для функционала

JT (x
0, υ) =

T∫

0

E[γ2‖υ(t)‖2 − ‖z(t)‖2]dt

известна формула

(7.5)

JT (x
0, υ) = 〈x0, P (0)x0〉 − E〈x(T ), P (T )x(T )〉 +

+

T∫

0

E

〈(x(t)
υ(t)

)
,M(P (t))

(
x(t)

υ(t)

)〉
dt.

Согласно стохастической BR-лемме для любого γ > 0 равносильны утвер-
ждения: (i) существует матрица P ≺ 0, такая что M(P ) ≻ 0, и (ii) уравне-
ние для x(·) внутренне устойчиво, при этом ‖Lzv‖ < γ. Из M(P ) ≻ 0 следу-
ет M(P ) � δ2I для некоторого числа δ > 0. Вычисляя JT (x

0, υ) в (7.5) для
x(·) = x∆(·, x0) и υ(·) = υ∆(·), находим

(7.6) JT (x
0, υ∆) =

T∫

0

E[γ2‖∆(t, Cx∆(t))‖2 − E‖Cx∆(t)‖2]dt.

Сформулируем теперь важный результат об устойчивости неопределенной
системы (7.4).

Те ор ем а 4. Пусть при ∆ = 0 система (7.1) устойчива и при ∆ 6= 0
неопределенность ∆ удовлетворяет условию ‖∆‖ = sup{‖∆(t, y)‖�‖y‖ :
t > 0, y ∈ Rq, y 6= 0} < ‖L‖−1 (здесь L = Lzυ). Тогда возмущенная (неопреде-
ленная) система (7.4) устойчива. В частности, rDtn

> ‖L‖−1.

Действительно, поскольку

γ2‖∆(t, Cx∆(t)‖2 6 γ2‖∆‖2‖Cx∆(t)‖2 6 γ2‖Cx∆(t)‖2
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в силу условия ‖L‖‖∆‖ < γ‖∆‖ < 1, из (7.6) получаем JT (x
0, υ∆) 6 0. Ана-

логично, вычисляя в правой части формулы (7.5), записанной для x(·) =
= x∆(·, x0) и υ(·) = υ∆(·), интеграл от квадратичной формы с матрицей
M(P ) � δ2I, находим следующую его оценку:

T∫

0

δ2E{‖x∆(t)‖2 + ‖υ∆(t)‖2}dt >
T∫

0

δ2E‖x∆(t)‖2dt.

Тем самым из (7.5) для x(·) = x∆(·, x0) и υ(·) = υ∆(·) получаем неравенство

E〈x∆(T ), (−P )x∆(T )〉 6 〈x0, (−P )x0〉 −
T∫

0

δ2E‖x∆(t)‖2dt

для любого T > 0. В этом неравенстве левая часть положительна в силу
−P ≻ 0, поэтому

∫ T
0 δ2E‖x∆(t)‖2dt 6 ‖P‖‖x0‖2/δ2. Это доказывает, что си-

стема (7.4) устойчива.

Теперь нетрудно убедиться, что возмущенная, замкнутая обратной связью
система, полученная подстановкой υ = ∆z в уравнение (7.3), может быть при-
ведена к виду

dx̄(t) = (Acl +Bcl∆Ccl)x̄(t)dt+
(
A0

cldw1(t) +B0
cl∆Ccldw2(t)

)
x̄(t)

(x̄ := (x, x̂)) с легко вычисляемыми коэффициентами, отмеченными нижним
индексом cl от closed. Отсюда и из теорем 3 и 4 непосредственно следует

Лемма 6. Пусть γopt есть инфимум тех γ > 0, для которых суще-
ствует динамический регулятор, обеспечивающий внутреннюю устой-
чивость замкнутой системы (7.4) и выполнение для нее условия
‖Lcl‖ < γ. Тогда для любого γ > γopt найдется регулятор ∆ такой, что
замкнутая им система (7.4) имеет радиус робастной устойчивости
rD(Acl, Bcl, Ccl, A

0
cl, B

0
cl) > γ−1.

Подробности см. в [7].

8. Заключение

Темой статьи заявлен раздел H2/H∞ общей теории управления техниче-
скими системами. В этом разделе решаются, во-первых, задачи анализа регу-
лятора и, во-вторых, – задачи его синтеза, т.е. его оптимизации в классе допу-
стимых , выявленном на этапе анализа. Теория H∞ решает задачу подавле-
ния внешнего возмущения, действующего на объект, замкнутый допустимым
регулятором. Допустимый регулятор обеспечивает, во-первых, устойчивость
замкнутой им системы “объект плюс регулятор” и, во-вторых, гарантирует,
что норма оператора H∞ передачи внешнего возмущения υ на регулируе-
мый выходной сигнал z не превысит величины γ > 0, априори заданной кон-
структором: ‖Hzυ‖∞ < γ. Регулятор предполагается заданным в виде функ-
ционального отображения K : y 7→ u наблюдаемого, измеренного шумовым
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датчиком, выходного сигнала y на сигнал управления u. В такой постановке
задачи система должна иметь два входа υ, u и два выхода z, y. Далее, систе-
ма должна быть стохастической, заданной стохастическим уравнением Ито,
диффузионный член которого не произволен, а имеет частную, мультипли-
кативную структуру, которая, однако, не то же, что структура в линейном
уравнении Ито. Стохастический характер системы обусловлен не только тем,
что стохастическими являются внешнее возмущение и/или наблюдаемый вы-
ход. Даже номинальная, невозмущенная, при нулевых внешних возмущениях
система предполагается стохастической. Стандартной же моделью стохасти-
ческой системы является в H∞-теории возмущенная система. И возмуще-
на номинальная система двумя стохастическими силами: силой B1υdt (кото-
рая может быть и детерминированной) и собственно стохастической силой
B0υdw2. Наличие обоих типов возмущений – существенный момент наиболее
полного обобщения H∞-теории. Так обстоит дело с постановкой задачи об
H∞-регуляторе в статистической теории H2/H∞-управления.

С другой стороны, в теории робастного управления занимаются исследова-
нием систем с неопределенностями, их робастной устойчивостью, определени-
ем радиуса устойчивости замкнутой регулятором системы. Возникает вопрос:
“В каком отношении находятся друг к другу теории о регуляторе для стоха-
стических систем в робастном управлении и в H∞-теории?”. Подробный от-
вет на этот вопрос дан в разделе 7 статьи. Оказывается, в H∞-теории интерес
представляют оператор Hzυ : υ 7→ z и его индуцированная норма, в робастной
же теории – оператор ∆ : z 7→ υ и его норма ‖∆‖, играющая решающую роль
в определении радиуса устойчивости системы с неопределенностями. Различ-
ные аспекты линейной теории стохастических робастных систем отражены в
монографии [37].

Изложенная в обзоре теория мультипликативных стохастических систем
является некоторым обобщением линейной теории, поскольку диффузионный
член в уравнении состояния взят здесь мультипликативным, а не линейным.
Нестандартный подход к теории гауссовских систем изложен в разделе 4 этой
статьи. Следует отметить и интересные, представленные в обзоре результа-
ты стохастической теории регуляторов по наблюдаемому выходному сигна-
лу y. Здесь приходится перейти к расширенной системе с вектором состояния
x̄ = (x, x̂), где x̂ – вектор состояния регулятора, вычисляемый по выходу y.
После этого теорию такого регулятора интересно сопоставить с теорией де-
терминированного регулятора и регулятора по вектору состояния x.

Обратим внимание на возможные направления дальнейшего развития сто-
хастической теории H2/H∞-управления и ее обобщений: назовем работы по
теории управления для стационарных систем с ограниченными спектраль-
ными характеристиками [38], некоторых классов нелинейных систем [39], как
робастных [40], так и неробастных, систем с негауссовскими неопределенно-
стями [41], с неполной информацией о векторе состояния [42, 43] . Продолжа-
ются работы по теории управления дискретными системами.
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